
なら yを固定して微分したものなので，熱力学では，
(
∂Z

∂x

)
y

と書くことが多い．一方，gを偏微分した

∂

∂x
g(x, η) = η + 1 = x− y + 1 (1.18)

なら ηを固定して微分したものなので，熱力学では，
(
∂Z

∂x

)
η

と書くことが多い．特に，（熱力学に限らず）物理では，

Z = f(x, y)と Z = g(x, η)に別の記号 f, gを用いることを嫌って，

前者を Z = Z(x, y)，後者を Z = Z(x, η)と書いてしまう (1.19)

ことが多い．つまり，引数が異なれば異なる関数形を持つという記法を使うことが多い．そのときに，
(
∂Z

∂x

)
y

,

(
∂Z

∂x

)
η

という記法は便利である．

さて，２つのグラフを見比べてもわかるように，(1.17)と (1.18)は一般には値が異なる．たとえば，(x, y) = (0, 0)

という点では，
(
∂Z

∂x

)
y

= 2 であるのに対し，
(
∂Z

∂x

)
η

= 1 である．値が異なる理由は次のように解釈できる．山有

り谷有りの地形を想像し，(x, y)を経度・緯度と考え，Z を海抜と考えよう．
(
∂Z

∂x

)
y

は，y を固定して微分するの

だから，x軸に沿った方向（つまり東西方向）に 1 m移動したときの
かいばつ

海抜の変化のことである．一方，
(
∂Z

∂x

)
η

は，

η = x− yを固定して微分するのだから，x− yが一定である，斜め 45度方向（つまり北東または南西方向）に移動

したときの海抜の変化のことである．しかも，x軸に沿った（東西方向の）移動距離がちょうど 1 mになるような距

離だけ移動するから，実際の移動距離は
√
2 mになる．歩く方向も実際の移動距離も異なるのだから，海抜の変化が

異なるのは当然である！（たまたま一致するのは，真っ平らな地形などの特殊な場合に限られる．）

このように，同じ量の同じ変数に関する偏微分でも，どんな変数を固定して微分するかによって値は異なるのであ

る．この簡単な事実を認識していないと，熱力学がさっぱり分からなくなるので注意して欲しい．

問題 1.5 −∞ < x < +∞,−∞ < y < +∞で定義された Z = x2ey について，η ≡ y − xとおいて，
(
∂Z

∂x

)
η

を計算

して，それを x, yの関数として表し，
(
∂Z

∂x

)
y

と比較せよ．

問題 1.6 （この節の内容を一般的に理解するために有益！）x, yの関数 Z = Z(x, y)を，他の変数 ξ, ηの関数として

表した関数 Z = Z(ξ, η)の偏微分係数を考える．

(i)♠ 次の公式を証明せよ．ヒント：x, yと ξ, ηにも関数関係があることになるから，x = x(ξ, η), y = y(ξ, η) と考え

て，問題 1.7と同様にすればよい．(
∂Z

∂ξ

)
η

=

(
∂Z

∂x

)
y

(
∂x

∂ξ

)
η

+

(
∂Z

∂y

)
x

(
∂y

∂ξ

)
η

, (1.20)(
∂Z

∂η

)
ξ

=

(
∂Z

∂x

)
y

(
∂x

∂η

)
ξ

+

(
∂Z

∂y

)
x

(
∂y

∂η

)
ξ

. (1.21)

(ii) 上記の公式を，「ηを固定して ξを変化させたとき，Z(x, y)の x, yが変化する割合は…」という具合に解釈して納

得せよ．

(iii) 上記の公式を (1.15)に適用して，(1.18)が導かれることを確認せよ．

(iv) 上記の公式を n変数関数 (n = 1, 2, 3, · · · )の場合に拡張せよ．

問題 1.7 ある量 Z が，変数 x, yの関数としては，連続的微分可能な 2変数関数 Z = Z(x, y)で与えられているとす

る．このような Z について，x, yを，別の変数 tの関数 x(t), y(t)としていっせいに変化させた場合を考える．（これ

は，問題 1.6の特殊なケースと見なすこともできる．）ただし，x(t), y(t)は tについて微分可能とする．

(i) この場合，Z は変数 tの関数としては 1変数関数となる：Z(t) = Z(x(t), y(t))．その微分が次式で与えられること

を示せ．ヒント：(1.13)を dtで割算して dt→ 0の極限をとるとよい．

dZ

dt
=

(
∂Z

∂x

)
y

dx(t)

dt
+

(
∂Z

∂y

)
x

dy(t)

dt
(1.22)

(ii) Z = x2ey, x = t3, y = t4 のケースについて，上式の左辺と右辺を別々に計算し，たしかに上式が成り立っている

ことを確認せよ．
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(a)と (b)で共通な束縛条件は２つある．ひとつは「系全体としては孤立している」という条件であり，C0と記す

ことにする．もうひとつは「仕切り板は気体を通さない」という条件であり，C1と記すことにする．一方，(a)には

なくて (b)だけにある束縛条件は，「仕切り板が固定されている」という条件である．それを C2 と記そう．これらの

束縛条件はいずれも，以下のように相加変数で表現することができる．

まず，C0を相加変数で表すには，これと保存則を組み合わせて得られる帰結である「U, V,N があらかじめ与えら

れた一定値になる」という事実を相加変数で表現すれば良い．たとえば，

U = 5000 J, V = 1 m3, N = 1 mol. (2.13)

問題によっては，「これらの変化量（頭に ∆ を付けて表す）が，どんな過程においてもゼロ」で充分なこともある：

∆U = 0, ∆V = 0, ∆N = 0. (2.14)

これはまた，相加性 (2.11)を用いて，部分系の相加変数に対する束縛条件の形に書くこともできる：

∆U (1) +∆U (2) = 0, ∆V (1) +∆V (2) = 0, ∆N (1) +∆N (2) = 0. (2.15)

これらの表現の中から，問題に応じて適切な形を選べばよい．ただし，後に説明するように，熱力学で孤立系を論ず

る際には，全系の U, V,N の値は，たとえば (2.13)のように与えて（固定して）議論することが多い．そのような場合

には，U, V,N の値を与えて固定した時点でC0を課したことになるので，わざわざC0を書き加えることはしない．

C1 については，その帰結である「N (1), N (2) があらかじめ与えられた一定値になる」という事実を表現すれば良

い．それは単純には，たとえば，

N (1) = 0.6 mol, N (2) = 0.4 mol (2.16)

となるが，これだと，(2.13)のN = 1 molという内容も含んでいるので C0と重複している．それでは何かと不便な

ので，普通に U, V,N の値を与えて議論する場合には，(2.16)の 2つの式のどちらか一方だけを採用する．あるいは，

両式の差をとった

N (1) −N (2) = 0.2 mol (2.17)

でもよい．また，∆N (1) = 0または∆N (2) = 0 だけで済むこともある．これらの表現の中から，問題に応じて最も

便利なものを選べばよい．

(b)だけに課される束縛条件 C2 については，その帰結である「V (1), V (2) があらかじめ与えられた一定値になる」

という事実を表現すれば良い．表現の仕方は C1 と同様である．すなわち，単純には，たとえば，

V (1) = 0.7 m3, V (2) = 0.3 m3 (2.18)

となるが，これだと C0と重複するので，普通に U, V,N の値を与えて議論する場合には，(2.18)のどちらか一方だけ

を採用するか，両式の差をとった，

V (1) − V (2) = 0.4 m3 (2.19)

にする．また，∆V (1) = 0または ∆V (2) = 0 だけで済むこともある．これらの表現の中から，問題に応じて適切な

形を選べばよい．

以上のように，束縛条件をすべて相加変数で表現することができた．このとき，たとえば C1について (2.16)のど

ちらか一方だけ（あるいは (2.17)）を採用したように，束縛条件が，他の束縛条件や，全系における相加変数の値を

与えたことと重複せずに独立に（別々に変えられるように）なるように表現しておくと約束する．

熱力学では，これらの束縛条件のもとでの微分が頻繁に出てくる．束縛条件のために，いくつかの相加変数が独立

でなくなるので，次の問題で練習して欲しい．

問題 2.1 関数 f(x, y)にU (1), U (2)を代入した，Z = f(U (1), U (2))について，C0のもとでの，つまり，U = U (1)+U (2)

が一定の下での偏微分
(

∂

∂U (1)
Z

)
U

を，(1.22)を用いて fx(U
(1), U (2)), fy(U

(1), U (2))で表せ．

2.7.3 内部束縛

上の例に出てきた束縛条件は，次の２種類に大別できる．まず C0 は，系全体のことを述べていて，要するに保存

則であるから，孤立系であればいつでも共通であり，系の内部の構造や個性を反映したものではない．それに対して，
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